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Alternative de Fredholm

Ce développement présente la démonstration de certaines propriétés des opérateurs compacts, ce qui nous
conduira @ les énoncer sous la forme de lalternative de Fredholm. Ce développement est en réalité la premiére
étape a lanalyse spectrale des opérateurs compacts et d ce qu’on appelle les opérateurs de Fredholm. Ce déve-
loppement est donc parfait pour ceur qui aiment la théorie spectrale !

En ce qui concerne les recasages, malheureusement ce développement ne rentre pas dans beaucoup de lecons.
Les deux principauz recasages sont dans les lecons 203 et 208. Pour moti, le recasage en 206 est abusif si le
développement est présenté comme je Uai fait (cependant, on pourrait 'ajuster pour Uy faire rentré, regardez par
exemple le développement ‘Propriétés des opérateurs compacts’ de Thomas Courant).

I - Le développement

A Théoréme 1

Soit T' € KC(E) un opérateur compact, avec E un Banach. Alors :
(1) ker(I —T) est de dimension finie.
(2) Zm (I —T) est fermée.
(3) Si I —T est injectif, alors il est inversible.

Preuve

(1) Posons pour la suite N =ker(I —T). On a € N ssi Tx = x. Ainsi, si By désigne la boule unité fermée
de N, on a T(By) = By. Or, N est un sous-espace vectoriel de E, donc By est encore fermée dans E. On
en déduit que By C T(By) est compacte, et par le théoréme de Riesz, N est de dimension finie.

(2) Soit (zp,)nen une suite de Zm (I — T) telle que =, — Tz, — zo € E. Montrons que 2o € Zm (I —T).

n—-+o0o

Etape 1 : Cas ol (zn)nen est bornée.

Par compacité de T, 3p : N — N extractrice telle que Tz,(,) — y € E. Il vient alors :
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d’ou :
wa(n) — T(x0 +v)

par continuité de T, et par unicité de la limite,

y=T(xo+y)=Txo+ Ty.

Finalement,
xo=x0—Taxo=a0+y—Ty=I—-T)(xo+y).



Dot zg € Zm(I —T).
Etape 2 : Cas général.
Posons Vn € N, d,, := dist(x,, N). Pour tout n € N, il existe , € N tel que ||y, — z,| < 2d,. Montrons

que (dp)nen est bornée.
Par l’absurde, quitte a extraire, supposons d,, — +o00. Soit, pour n € N,

n—-+oo
o Tn — Yn
n 2dn )
de sorte que ||z, || < 1. Par compacité de T, quitte & extraire, T'z, —+> z€ k.
n—-—+0o0
On a donc :
_ . — (I — In —Yn _
2n=2n—T2n+ Tz, =I—-T) ( 2. ) +T2m n_>—+>000 0+ z.
Donc Tz =zet z € N. Or, ||z, — 2|l — 0, donc pour n assez grand,
n—-+4oo

||xn —Yn — 2dnz|l < dn7

ce qui est absurde d’apres la définition de d,,, comme distance de z,, & N (on a bien y + 2d,z € N).

Par conséquent, (d,)nen est bornée, et il en est de méme pour (z, — Yn)nen- En appliquant Iétape 1 &
cette suite, on obtient que sa limite appartient & Zm (I — T). Or y,, € N pour tout n, donc (I —T)(y, — ) =
(I-T)x, — =xo.

n—-+oo

Donc Zm (I — T) est fermé.

(3) Par le théoréme d’isomorphisme de Banach, il suffit de montrer la surjectivité pour avoir I'inversibilité.
Par I'absurde, supposons I — T non surjectif, et posons

Ey:=Im(-T)CE.

Ep=Tm((I-T)")(E) = (I - T)(En_1), Vn>2.

L’injectivité de I — T entraine
Ey2FE; D - 2FE, DFE 11 2D....

De plus, les FE,, sont fermés puisque qu’on peut écrire (I —T)™ = I — U avec U compact, et appliquer le (2).
On peut ainsi appliquer le lemme de Riesz (voir paragraphes suivant) : Vn € N*, 3z, € E,,, ||z,|| = 1 tel que

dist(xp, Epi1) >

DN | =

On remarque alors que pour m > n :

Ttp —Txm=2n— I —T)an+ I —T)xm —Zm.

EEm+t1

Par hypothese sur les x,,, il vient :
. 1
| Txy — T > dist(zpm, Emy1) > 2 Vm > n.

Il est donc impossible de faire converger une sous-suite extraite, ce qui contredit la compacité de 'opérateur
T.

L’injectivité de I — T entraine donc sa surjectivité, et son inversibilité.

-



€& Corollaire 2 Alternative de Fredholm

Soit T un opérateur compact. On a alors Palternative suivante : (1) Soit I’équation Tz — x = 0 a une
infinité de solutions. (2) Soit pour tout y € F, 'équation Tx — x = y posseéde une unique solution.

II - Lemme de Riesz et un résultat supplémentaire

© Propriété 3 Lemme de Riesz

Soit F un e.v.n et F' C E un sev fermé, distiinct de E. Alors, pour tout § > 0, il existe x € F de norme
1 tel que dist(z, F) > 1 — 0.

Preuve

Posons pour simplifier 7 = 1 — §. La proposition est claire pour § > 1 i.e. r < 0, supposons donc r €]0, 1].
Soit z € E'\ F. Comme F est fermé dans E, si d désigne la distance de z a F, il existe y € F' tel que :

d

lz —yll < —.
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On considere alors I’élément z = M, de fagon a avoir :
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Nous avons vu dans ce développement que l'injectivité de 'opérateur I — T entrainait sa surjectivité (et son
inversibilité dans le cas Banach). On dispose en réalité d’une équivalence .

A Théoreme 4
| Soit T € K(E). Si I — T est surjectif, alors I — T est injectif.

Preuve
Nous allons d’abord montrer que la suite des noyaux itérés Ny = ker(I — T), Ny = ker(I — T)?, ... est en
réalité constante a partir d’un certain rang. Pour ce faire, supposons par l’absurde que ce ne soit pas le cas.
On a de manieére évidente la suite d’inclusions :
Ny CNyC---CNpC....

Quitte a extraire des noyaux, on peut supposer que cette suite d’inclusion est une suite de stricte inclusion.

Remarquons maintenant que ces noyaux sont de dimension finie (c’est le point 1 du développement), et
donc sont fermés. On peut donc appliquer, comme dans le point 3, le lemme de Riesz :

Vk > 2, Jxp € Ng, (lzg]l = 1), t.q. dist(zg, Np—1) > 1/2.



On remarque alors que pour [ < k :

Txy —Tx; = x) — (I - T)ark + (I — T).rl —X.

ENp_1

Par hypothése sur les xg, il vient :

T2y — Tay|| > dist(zg, Nj—1) > =, VI<k.

N =

Il est donc impossible de faire converger une sous-suite extraite, ce qui contredit la compacité de 'opérateur T'.

Pour conclure, il suffit maintenant que considérer ky € N tel que la suite des noyaux stationnent a partir
de ce rang. On a en particulier ker(I —T')*0 = ker((I —T)*°2. Posons pour simplifier g = (I —T)*. On a donc
que g est surjectif et que ker(g) = ker(g?). Un résultat classique d’algebre linéaire (exercice) montre alors que
g est injectif, ce qui montre 'injectivité de I — T. N

IIT - Remarques

1 - C’est un développement qui niveau temps rentre parfaitement en 15 minutes. Il faut cependant faire
attention & ne pas se tromper sur les petits calculs de convergence, ce qui peut faire perdre pas mal de temps
(remarquez qu’on fait & chaque fois apparaitre I — T par une technique de +1).

2 - 1l faut mettre dans votre plan ’énoncé du lemme de Riesz. Pour moi, le mettre dans le développement
est assez compliqué au niveau du temps mais il faut quand méme savoir le démontrer (voir ci-dessous).

3 - Bien entendu, pour aborder ce développement, il faut avoir en téte les résultats classiques sur les
opérateurs compacts. Ce n’est pas forcément quelque chose dont vous avez I’habitude, et c’est pourquoi je ne
recommande pas ce développement pour ceux qui ne sont pas trés a 1’aise avec ces notions (qui sont pourtant
magnifiques).

4 - L’opérateur I — T est en fait ce qu’on appelle un opérateur de Fredholm : c’est un opérateur dont le
dimension du noyau est finie et dont son image est fermée et de codimension finie. Ici, nous avons montrer que
I'image est fermée (en fait cette condition est automatiquement vérifiée dans des Banach lorsque les deux autres

conditions sont vérifiées) et que le dimension du noyau est finie.

5 - L’alternative de Fredholm a été originalement pensée pour la résolutions d’équations intégrales.
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